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1. Introducao

A geometria, nomeadamente a geometria euclidiana continua a dar que falar e a fazer
com que inUmeros matematicos espalhados pelo mundo se continuem a deslumbrar com os
seus encantos. Com base nesta ideia, o professor Rui Pacheco propds-me a realizacdo deste
trabalho, baseado no livro “Episodes in Nineteenth and Twentieth Century Eulidean

Geometry” de Ross Honsberger.

Temos como objectivo divulgar alguns resultados recentes, elegantes e pouco
divulgados sobre geometria euclidiana, que apesar da sua ja longa histdria continua ainda a
revelar-se uma fonte inesgotdvel de investigacdo. Basta ler algumas das propriedades
apresentadas para perceber que com um pouco de criatividade e astlcia é possivel criar

resultados admiraveis.

Este trabalho encontra-se dividido em duas partes. Numa primeira parte abordamos
de forma pormenorizada o 19 capitulo (Cleavers and Splitters) do livro referido. Elaboramos as
demonstragdes apresentadas no livro, explicando com detalhe algumas passagens omissas no
mesmo. Nem sempre se seguiu a mesma metodologia do autor, de qualquer modo o essencial
foi sempre preservado. Na segunda parte deste trabalho apresentamos a nossa resolucao de

alguns exercicios propostos pelo autor.
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2. Teorema de Arquimedes ou Teorema da corda quebrada

Teorema 1: Sendo M o ponto médio do arco ACB no semi-circulo ABC, e sendo MD
perpendicular ao maior dos lados entre AC e BC, (no nosso exemplo AC). Entdo D divide ao meio

o caminho poligonal ACB, ou seja, AD = DC + CB.

F

Figura 1 Figura 2

Demonstragdo: Comecemos por prolongar AC até F, de modo que CF = CB. Assim, o
tridngulo CFB é isdsceles (pois tem dois lados iguais). Sendo assim, os angulos da base sdo
iguais a 8. Logo ACB = 26, porque BCF = m — 260. Tracemos agora a circunferéncia que passa
pelos pontos A, B e F, ou seja, a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABF, a que vamos
chamar C,. Esta circunferéncia terd o seu centro na intersec¢do das mediatrizes dos lados do
triangulo ABF, isto é, algures na recta MH, sendo MH a mediatriz do lado AB (ver figura 2). Ora
pelo Teorema do arco capaz* concluimos que o centro da circunferéncia que passa pelos
pontos A, B e F sé pode ser o ponto M, vejamos que M pertence a mediatriz do lado AB e o
arco AB subtende um angulo que é duas vezes o angulo 8 subtendido AFB, ou seja, AMB =
20 e AFB = 0 sendo o arco AB o arco subtendido pelos dois angulos, logo nestas condicGes a
Unica conclusdo que podemos tirar é que M é o centro da circunferéncia C,. Assim, em C,, MD
é perpendicular desde o centro de C, até a corda AF, isto é, MD é ap6tema @ da corda AB.
Como numa circunferéncia, a perpendicular baixada do centro para uma corda divide-a ao
meio, assim como os arcos que ela subtende, vemos que o ponto D é o ponto médio da corda
AF e dai resulta que: AD = DF. Entdo DF = DC + CF, e como, CF = CB, temos que:

AD = DF = DC + CB, o que completa a demonstragdo. [ |

™ Teorema do arco capaz: “A amplitude de um angulo inscrito numa circunferéncia é igual a metade do
arco por ele subentendido.” [3;p4ag.40]
@ Apotema de uma corda é o segmento da perpendicular baixada para a corda. [4;pag. 140]
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3. Cleavers

Ao longo de todo o trabalho iremos usar o termos “cleaver” que, por definicdo, é um
segmento que divide o perimetro de um tridangulo qualquer ao meio e que passa pelo ponto
médio de um dos lados. Nao foi feita a traducdo deste termo, uma vez que tal significa “faca

de talhante”, e ndo conhecemos o termo portugués equivalente.

Vamos analisar de seguida um corolario que resulta como consequéncia imediata do Teorema

de Arquimedes.

Corolario 1: Seja C’ 0o ponto médio de AB Entdo C’'D é um cleaver e é paralelo a bissectriz do

dngulo C.

Figura 3

Ora pelo Teorema de Arquimedes, se C' é o ponto médio de AB, C'D terd metade do perimetro
do tridngulo ABC, ver figura 3. Repare-se que C'A = C'B, pois C’' é o ponto médio do lado AB,
pelo Teorema de Arquimedes sabemos que: AD = DC + CB, portanto C'A+ AD = DC +
CB + C'B.

Demonstragdo: Pelo Teorema de Arquimedes, se C' é o ponto médio de AB, C'D é um cleaver
do AABC (ver figura 3). O nosso objectivo é mostrar que £ADC’ = 4ACE, o que é equivalente
a mostrar que ZADC' = 4AFB, uma vez que AACE = 4AFB (porque AACB =26 e
AAFB = 6, mas 4ACE ¢ o angulo formado pela bissectriz de £4ACB, logo 4ACE = 6. Vamos
observar com atencdo os AAC'D e AAFB . Ora AC' = %AB (porque C’ é o ponto médio de AB),

AD = DC + CB (pelo Teorema de Arquimedes) e AFAB é comum a ambos os triangulos, logo
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pelo critério LAL os dois tridngulos sdo semelhantes, dai que 2ADC’ = Z£AFB. Assim sendo,
uma vez que se uma recta que intersecta outras duas rectas I1 e 12 com adngulos alternados
congruentes entdo essas rectas sdo paralelas, podemos concluir, que o cleaver C'D e a

bissectriz do angulo C sdo segmentos paralelos.

4. O triangulo médio
Os resultados que iremos enunciar (a demonstracdo poderad ser consultada na bibliografia
referenciada) vao ajudar-nos a demonstrar o teorema do triangulo Médio.

Teorema 2: “Se sdo iguais os segmentos determinados numa transversal por trés ou mais

paralelas, estas determinam noutra transversal segmentos iguais entre si.” [4]

Corolario 2: “ A paralela ao lado AC do AABC, tirada pelo ponto médio do lado AB, bissecta o
lado BC.” [4]

Teorema do triangulo médio: “O segmento de recta que une os pontos médios de dois lados de

um tridngulo é paralelo ao outro lado e igual a sua metade.” [4]
Este ultimo teorema é frequentemente enunciado do seguinte modo:

O tridngulo A’B’C’, determinado pelo pé das medianas, ou seja, pelos pontos médios

dos lados, é chamado o triGngulo médio do AABC. O qual pode ser representado pela figura 4.
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Teorema 3: O cleaver C'D é paralelo a bissectriz do dngulo em C.

Figura 4

Demonstragdo: Vamos comecar por construir o segmento A'C’ || AC.

Se pelo ponto B’ se tirar uma recta paralela a AB, esta recta passa pelo ponto A’ (pelo corolario

2), concluindo-se assim que B'A’ || AB.

Se A'C' || AC, o ponto C’ é o ponto médio do lado AB (pelo corolério 2), ou seja, AC' = C'B.
Como AB'A'C’ é um paralelogramo, teremos B’'A’ = AC' e, portanto, B'A’ = %AB.

Assim, pelo Teorema 1 resulta B'A" || AB; C'A’ || AC; B'C' || CB. Deste modo, CB’'C’A’ é um
paralelogramo. Sabemos também que os angulos opostos de um paralelogramo sdo iguais
(pdg. 117), ou seja, AC' = AC, o que faz com que o cleaver C'D, que ja é paralelo a bissectriz

CE do angulo C, é também a bissectriz do angulo C’ no tridangulo médio.

De forma andloga é possivel mostrar que os outros dois cleavers sdo também
bissectrizes do tridngulo médio e o centro cleavance &, por isso o incentro ® S do tridngulo

A'B’C’, tal como se pode observar na figura 5.

®) Incentro de um triangulo é o centro da circunferéncia inscrita no tridngulo e obtém-se a partir da
interseccao das bissectrizes do mesmo. [4;pag 78]
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Sendo assim, podemos concluir que uma bissectriz do triangulo médio do tridangulo ABC divide

ao meio o perimetro do triangulo ABC. c

A F C E B

Figura 5

5. Centro de massa de um sistema

Decidimos elaborar este capitulo para rever alguns conceitos que serdo importantes
para a compreensao das préximas demonstragdes. A informacgdo existente aqui adaptada do
capitulo 14 do livro: “Curso de Geometria” de Paulo Ventura Araujo. Se pretender aprofundar

os conceitos envolvidos podera consultar a bibliografia referenciada.

Vamos supor que temos dois corpos de massas, possivelmente diferentes, pendurados nas
extremidades de uma vara rigida de massa desprezavel. H4 um Unico ponto O em que a vara
pode ser apoiada de modo a que o sistema fique em equilibrio; O é o centro de massa do

sistema.

P1 d1 @) d2 P2

A\

m1 m2

Figura 6

A posicdo de O é determinada pela seguinte condigdo (observe a figura): chamemos d; a
distancia entre O e a extremidade P; onde m, esta pendurada, e d, a distancia entre O e P,;

entdo tem-se myd, = m,d,.
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6. A Circunferéncia de Spieker

A circunferéncia inscrita no triangulo médio, chamamos circunferéncia de Spieker de
um tridngulo dado, em honra ao gedmetra alemdo do século XIX Theodor Spieker. Ja
verificdmos, anteriormente, que o centro cleavance S do triangulo ABC é o centro da sua
circunferéncia de Spieker. Como cada cleaver divide o perimetro do tridngulo dado e passa
pelo seu centro cleavance, entdo vamos mostrar que S é o centro de gravidade do triangulo
ABC. Para isso, vamos considerar que o tridngulo ABC é constituido por uma estrutura

homogénea de arames de comprimento a, b, e ¢ (Figura 7).

Figura 7

Vamos considerar os pontos médios dos arames (lados do tridngulo) como centros de
gravidade de cada um das arestas. Assim, e como os comprimentos dos arames podem ser
diferentes, vamos construir um sistema de massas de magnitude a, b e ¢ “condensadas” nos
vértices A’, B’ e C’ do tridngulo médio. Observando a figura 7, onde a = 4B'FC' e aplicando a

4) 4

lei dos senos '™ é possivel estabelecer as seguintes relagdes:

BIF _ BICI FAI _ AiCr

’

siny sina siny sina

“ Lei dos senos: Em qualquer triangulo, cada lado é o produto do didametro da circunferéncia
circunscrita pelo seno do angulo oposto: ou seja, chamando R ao circunraio de AABC, tem-se

a=2Rsina;b =2Rsinf;c = 2R sinyou ainda ¢ -2 = 2R. [3; pag.73].

sina sin B siny
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Ora,

B/Fsina FArsina

siny = ——— siny = —-—

7

ou seja:

BIF sina FArsina
=20 o B'F-A'C'=B'C'-FA'
BrIC/ A'Cr

Assim, resulta naturalmente a seguinte relac¢ao:

BIF _ BICr al

FAI _ Clar _ br

Mas tal como ja verificdmos, os lados do tridngulo médio tem metade do

comprimento dos lados do tridngulo maior, por isso:

BIF _ar _a/2 _a

FA' b b/2 b’
Sabemos que, B'F = ax e FA' = bx entdo pela definicdo de centro de massa resulta,

imediatamente, a seguinte igualdade b(ax) = a(bx).

Assim, concluimos que o centro de gravidade deve assentar algures no cleaver C'F.
Assentando de forma semelhante em cada um dos outros dois cleavers. O que prova que o

centro de gravidade é de facto o centro cleavance S do tridngulo ABC.

7. Spliters

No capitulo 4 chamamos cleaver a um segmento que divide o perimetro no ponto
médio de um lado. Assim, iremos chamar spliter ao segmento que divide o perimetro do
tridangulo ao meio, mas que sai de um dos vértices do mesmo. Deste modo, num tridngulo

qualquer ABC existirdo trés spliters, que se intersectardo num ponto M chamado centro

splitting ou ponto de Nagel.

Repare-se de seguida que a circunferéncia ex-inscrita (tangente a um dos lados e aos
prolongamentos dos outros dois) oposto ao vértice A intersecta os lados dos vértices do

tridangulo ABC em D, E e F tal como se pode observar na figura seguinte.
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Figura 8

Entdo, como os pontos de contacto das duas tangentes a uma dada circunferéncia tiradas por

um mesmo ponto exterior P estdo a mesma distancia de P, podemos afirmar que:
BE = BD e DC = CF.

Logo AE = AB + BE que é o semiperimetro do triangulo ABC, uma vez que BE = BD, e desta

forma AD é um spliter do triangulo ABC.

Assim, a concorréncia dos spliters é equivalente a dizer que os trés segmentos que
unem cada vértice ao lado oposto no ponto de interseccdo da circunferéncia ex-inscrita
correspondente sdo concorrentes, e esse ponto de intersec¢do, conhecido ha muito tempo, é

chamado de ponto Nagel do triangulo.
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8. O Ponto de Nagel ou Centro Splitting

Vamos provar a existéncia do ponto Nagel usando o Teorema de Ceva, o qual vamos

apenas enunciar, sem demonstragdo.

Teorema de Ceva ™ : As cevianas AX,BY,e CZ do AABC concorrem num ponto se e s se for

Figura 9

Vamos comecar por considerar o AABC e as suas trés circunferéncias ex-inscritas, que
designamos por C; C; e C3. D, E e F sdo os pontos de intersecgdo das circunferéncias ex-

inscritas com os lados AB, AC e BC, respectivamente. Estabelecemos as seguintes notagoes:
AE = aq; EC = ay, AD = bl; BD = bz; BF = C1, FC = Cy

tal como se pode observar na figura 10.

®) podera consultar a demonstragdo em [3; pag.91]
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Figura 10

Observando a figura e usando a definicdo de spliter, podemos estabelecer as seguintes

relagdes:
ag+a;+c,=b;+by 4+ (1)
ci+cy;+a,=by+by+a; (2)
ci+cy;+b,=a;+a,+by (3)

Subtraindo membro a membro (1) a (2)

a; — €1 =¢; —Qaq, isto &, a, =0
Subtraindo membro a membro (1) a (3)

c;—b;=by—c,, isto &, b =c,

Subtraindo membro a membro (2) a (3)
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Pelo teorema de Ceva temos que:

¢ Az by

—_ .. — = 1,

2 a; b
usando as relagBes anteriores temos que:

a; az &

L.2.2-1,

€2 a1 Qz

logo podemos concluir que os trés spliters concorrem num ponto a que podemos chamar

Centro Splitting ou Ponto Nagel.

9. A circunferéncia dos nove pontos

Teorema 4: Dado um tridngulo AABC, os pontos médios dos seus lados, os pés das alturas e os

pontos de Euler pertencem a uma mesma circunferéncia.

E comum na prética usar as letras H, G, O, I, N para indicar, respectivamente, o ortocentro,

baricentro, circuncentro, incentro e o centro da circunferéncia dos 9 pontos.
Nesta fase convém recordar que:

e QO ortocentro H é o ponto de intersec¢ao das 3 alturas de um triangulo;
e O baricentro G é o ponto de intersec¢do das 3 medianas de um triangulo;
e O circuncentro O é o centro da circunferéncia que passa pelos vértices e por

conseguinte o ponto de intersec¢do das bissectrizes dos trés lados.

Demonstragdo: Consideremos o AABC onde os pontos L, M e K sdo os pontos médios dos
lados CB, AC e AB, respectivamente. Os pontos D, E e F sdo os pés das alturas do triangulo e H
o ortocentro (ponto de intersecgao das alturas do tridangulo). Aos pontos médios X, Y, Z dos

segmentos AH, BH e CH chamamos pontos de Euler.
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X F
E
M ; K
H
N
Z Y
C D L B
Figura 11
Pelo Teorema do tridngulo médio concluimos que:
MK || CB e MK = - CB.

De forma andloga, mas considerando o ACHB, temos que:
ZY || CB e ZY = CB.

Como MK || CB e ZY || CB, por transitividade MK || ZY e, por isso, o quadrilatero
MKZY é um paralelogramo. E possivel agora provar, de modo muito semelhante, que KY || AD,
para isso basta considerar o AAHB e usar novamente o teorema do triangulo médio para

concluir que:

KY |l AD e KY = %AH.

Do mesmo modo se mostra que MZ || AD e que MZ = %AH. Assim, como KY || AD e

MZ || AD temos, por transitividade que KY || MZ.
Sabemos que AD é perpendicular a CB, pois é uma das alturas do AABC. Ora,

MK I ZY | CB e MZ || KY || AD,

Entao,

MZ 1 MK, MZLZY, KY L MKeKY L ZY
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logo o paralelogramo MKZY é um rectangulo.

De modo semelhante prova-se que o quadrilatero XYLM é um rectangulo. Assim, o
rectangulo MZKY estd inscrito numa circunferéncia em que as suas diagonais sdao didmetros da
circunferéncia. Nesta fase precisamos verificar que as diagonais se intersectam no mesmo
ponto, para isso apenas precisamos observar que uma das diagonais dos rectangulos é comum
a ambos: o rectangulo MZKY tem diagonal MY. Por outro lado, o rectdngulo XMLY também
tem diagonal MY, logo o ponto de intersec¢dao das diagonais tem que ser o mesmo, o que
prova que a circunferéncia é Unica. Apenas nos falta mostrar que os restantes pontos

pertencem a circunferéncia, para isso vamos usar os seguintes factos.

e “Um triangulo rectangulo esta inscrito numa circunferéncia cujo diametro é a
sua hipotenusa.”

®  “Todo o tridngulo inscrito numa semi-circunferéncia é rectangulo.”

Considerando o AEYM rectangulo em E, com hipotenusa YM, temos que o ponto E é
um ponto da circunferéncia. Se considerarmos o AFZK rectangulo em F, com hipotenusa ZK,
concluimos que F é um ponto da circunferéncia. Do mesmo modo, para o ADXL rectangulo em
D com hipotenusa XL se pode dizer que o ponto D pertence a circunferéncia. Por outro lado,
XMLY é um rectangulo e MY a sua diagonal, portanto X e L sdo pontos da circunferéncia. Deste
modo, mostramos a existéncia da circunferéncia dos nove pontos.
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10. Recta de Euler

Leonhard Euler (1707 - 1783) é um dos grandes nomes da matematica. Originalmente
seu pai queria que ele fosse um eclesiastico, porém entregou sua educacdo a um dos
matemadticos famosos da época Jacob Bernouilli e a partir dai o seu entusiasmo pela
matemadtica foi crescente. Casou-se e teve uma familia de 13 filhos. No periodo de 1727 a
1783, ano de sua morte, produziu 886 trabalhos de matematica, produzindo em média 800
paginas de matematica por ano, apesar de ter perdido sua visdo em 1771.

Ele produziu em todas as areas da matematica da época. Sua obra é um capitulo na
Histdria da Matemadtica. Varias férmulas geométricas e varias construcdes tiveram o seu nome

vamos de seguida apresentar a Recta de Euler.

Teorema 5: Num AABC, o baricentro, ortocentro e circuncentro sé@o colineares. O baricentro
encontra-se entre o ortocentro e o circuncentro e a distdncia ao ortocentro é o dobro da

distdncia ao circuncentro. A recta que passa por estes trés pontos é chamada recta de Euler.

Figura 12
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Demonstragdo: Para provar que os trés pontos sdo colineares, vamos considerar trés casos

distintos:

e 19aso (O AABC é um triangulo equilatero)

Neste caso, os trés pontos G, H e O coincidem, logo, sdo colineares.

e 29caso (0 AABC é um triangulo isésceles )

C

A M B

Figura 13

A mediana CM relativa a base AB é a altura correspondente a base, bem como a mediatriz

relativamente ao vértice C. Logo todos os pontos (G, H e O) pertencem a mesma recta.

e 32aso ( O AABC é escaleno)

Neste caso o baricentro (G) que pertence a mediana e o circuncentro (O) que pertence a
mediatriz sdo pontos distintos, pois a mediana é distinta da mediatriz. Se considerarmos uma
recta |, que passe pelos pontos G e 0. Vamos também determinar um ponto H’, de modo que

GH' = 2GO0.
A

Figura 14

Deste modo, os AGH’A e AGOP s3o semelhantes pelo critério LAL, repare-se que o ponto G

Pagina 1 8
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angulo formado entre os dois lados é igual uma vez que sdo angulos verticalmente opostos,
por isso os angulos correspondentes sdo congruentes. Assim a recta que passa por A e H' é

paralela a mediatriz OP, logo H’ é um ponto da altura relativamente ao lado BC.

Fazendo o mesmo relativamente a mediana e a mediatriz de outro lado do triangulo

obtemos que H’ pertence a altura relativa a esse lado.

Assim, podemos concluir que H' = H em que H é o ortocentro do triangulo ABC e por
consequéncia sdo pontos colineares (porque pertencem a recta ).

11. O ponto de Nagel e a circunferéncia Spieker

Antes de iniciar este capitulo vamos enunciar e demonstrar um resultado que nos sera util.

Teorema 6: Seja (ABC) a drea do triéngulo ABC e s o seu o semi-perimetro. Entdo (ABC) = sr

A

Figura 15

Demonstragao: A partir do AIBC com base a e altura r, temos que a sua area:
1
(IBC) = Sar.

Analogamente para os restantes tridngulos (ICA) = %cr e (IAB) = %br. Assim: (ABC) =

%r(a+b+c)=sr. [ |

Pagina 1 9



Tal como ja referimos nos capitulos anteriores, S representa o centro da circunferéncia de
Spieker (centro cleavance); | é o incentro, G o baricentro e M o ponto Nagel ou centro

Splitting.
Entdao podemos estabelecer os seguintes resultados paralelos:

e |, Ge M sdosempre colineares;
e G divide IM de modo que GM = 2IG;

e Sé o ponto médio de IM.

Figura 16

Vamos agora provar que o ponto G divide IM na razado 2:1.

Tragando a mediana AA’, sabemos que o baricentro G divide a mediana na razao de 2:1 [3].
De seguida, vamos prolongar IG duas vezes o seu comprimento até ao ponto L, de modo que
GL = 2IG. Deste modo, os A AGL e A A'GI s3o semelhantes (ver figura 17). Pelo critério LAL,
repare-se que o ponto G divide a mediana na razdo de 2:1, os pontos / e L foram construidos
de modo que GL = 2IG e o angulo formado entre os dois lados é igual, uma vez que sdo
angulos verticalmente opostos. Por consequéncia £LAG = AGA'l de onde podemos concluir

que AL é paralelo a A’ .

6 . ~ A
© Teorema: “Se uma recta intersectar duas rectas paralelas l;e l,, entdo os angulos alternados
formados pelas intersec¢des sdo congruentes.” [3;pdg. 35].
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Figura 17

Agora vamos mostrar que L é o ponto de Nagel mostrando que AL; BL e CL sdo os spliters do
A ABC. Para isso, basta mostrar que AL é spliter. Assim sendo vamos prolongar AL de modo a
intersectar BC no ponto E e representamos as perpendiculares AD e IF (ver figura 18). Agora,

apenas é necessario verificar que:

AB + BE = s, onde s representa o semi-perimetro do A ABC.

A

Figura 18

Tal como ja dissemos anteriormente, o objectivo é provar que:

AB + BE = s, ou seja, BE =s—AB < BE =s—c.
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Para isso vamos determinar os comprimentos de BD e DE e mostrar que a sua soma €, de

facto, s — ¢, isto é:
BE =BD + DE =s —c.

Vamos comecar por determinar o comprimento de DE. Observemos que os A ADE e A IFA'
sdo semelhantes, visto que ambos sdo tridangulos rectangulos, em D e F, respectivamente e, tal
como ja mostramos anteriormente, AE || IA', logo 4DAE = AFIA' (por um resultado que ja
enuncidmos anteriormente), por isso e usando o critério AA de semelhanca de tridngulos

podemos concluir, que os triangulos sao efectivamente semelhantes.

Assim, é possivel estabelecer a seguinte relagao:

DE _ 4D

FAI ~ IF’
Agora, IF é o inraio (distancia medida na perpendicular do incentro de um tridngulo a cada um
dos lados) do AABC e AD é a altura relativamente ao lado a. Pelo teorema 6 e denotando a

area do tridngulo por (ABC), podemos afirmar o seguinte:

axAD
(ABC)=r1rs e (ABC) = o
Assim,
axAD . 2rs
= , ou seja, AD = —.
2 a
Ora,
AD _ AD
For’
Mas,
2rs ~ AD AD 2s
AD = —, entdo — ===
a IF r a
Daqui podemos concluir que:
DE 2s 2s
i e, consequentemente que DE = ;FA'.
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Figura 19

Observando a figura anterior é facil constatar que: x + y + z = s.
Entao,
BF =x=s—b.
Por isso o comprimento da tangente BF é simplesmente s — b.
Assim, voltando a figura 18 é possivel afirmar o seguinte:
FA' = BA' — BF =

e G-b=ta-s+b=
—2(1 S —2(1 S =

e lasbro+n-
—2a 2a Cc =

Por conseguinte,

2s 2s\ (b —c s(b—2c¢)
e o - ()59
a a 2 a

De seguida vamos determinar o comprimento de BD. Se observarmos o AABD, temos

que BD = c cos B, e pela lei dos co-senos " temos:

) Lei dos cossenos: Em qualquer triangulo, o quadrado de cada lado é igual a soma dos quadrados dos
outros dois lados, menos o dobro do produto desses dois lados e do co-seno do angulo por eles
formado. Por outras palavras, no AABC sdo validas as relagdes: a? = b% + ¢? — 2bc cos a;

b? = c? + a? — 2cacos B; c? = a® + b% — 2ab cosy [3; pag. 71].
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b? = a? + c? — 2a(c cosB)
Ora,

a® + c? — b?

b? = a? + c? — 2a(ccosB) & a? + ¢?> — b? = 2accosB & cosB = e

Mas,

BD=ccosB=c(

a2+c2—b2) __a?+c?-b?

2ac 2a

Finalmente estamos em condi¢Ges de provar que:

BE =BD + DE =s —c.

a?+c?2—-b? s(b—o)
BE = + =
2a a

_at+c?-b*+2s(b—c)
= - =

a®+c?=b*+(@a+b+c)(b—c)
2a B

_a2+ab—ac_a+b—c_
B 2a 2 B

1
=E(a+b+c)—c=
=s—c

Assim, L = M e G divide IM de modo que IG =§IM. [ ]

Antes de avangar, vamos mais uma vez recordar algumas nogdes importantes sobre

dilatagdes, que serdo usadas para as proximas demonstragoes.

Pagina 2 4



12.

Breves nog¢oes sobre dilatacoes

Uma dilatagdo G (u) transforma o ponto P na sua imagem P’, colinear com O e P, de tal modo

que OP' = - OP. Se u for negativo, P’ e P estdo em lados opostos do ponto O.

. . = 1 . ,
Assim, a dilatacdo 0(— E) envia o P para o ponto P’ segundo o segmento OP, com uma

distancia que é metade no lado oposto de O.

Exemplo:

Duas propriedades importantes:

(i)

(i)

As formas ndo se alteram. As dimensdes lineares de uma figura sao multiplicadas por
|| e por isso a area da figura é torna-se u? vezes maior, a forma nio é alterada, ou
seja, a imagem é semelhante a figura original. Isto é estabelecido simplesmente

mostrando que O(u) leva um segmento para um segmento paralelo e |u| vezes maior.

Uma dilatacdo de razdo u transforma uma circunferéncia de raio r numa outra de raio
|t|r cujo centro é a imagem do centro da primeira. Reciprocamente, quaisquer duas
circunferéncias C e C' de raios r # r' estdo relacionadas por duas dilata¢cdes, uma de
razdo positiva e outra de razao negativa. Se elas forem concéntricas, isso é claro, isto
porque o centro comum é também o centro de ambas as dilatagdes. Caso tenham

centros distintos 0 e 0', e P € C, P’ € C' forem pontos exteriores a recta 00’, tais que

OPeO'P' sejam paralelos e com o mesmo sentido (ou em sentido oposto), entdo a
interseccdo das rectas 00’ e PP’ é o centro da dilatacdo positiva (ou negativa) que

transforma C em C'; a razdo desta dilatac3do é ” (ou—Z). As tangentes comuns a C e a
T T

C', quando existem, passam pelo centro de alguma dessas dilatacbes: da positiva
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quando C e C' estiverem no mesmo lado da tangente, da negativa quando estiverem

em lados opostos.
Retomando a nossa incursdo mostraremos que S é o ponto médio de IM.

Tal como ja referimos varias vezes, o baricentro G divide a mediana na razao de 2:1,
por isso a dilatacdo G (— %) transforma o A ABC no A A'B'C’ (ver figura 20). O incentro do

AABC é transformado no incentro do AA'B'C’' que é, como sabemos, o centro cleavance
(centro da circunferéncia de Spieker) do AABC. Isto acontece porque a imagem de uma
circunferéncia sob uma dilatagcdo é também ela uma circunferéncia, bem como o centro da
circunferéncia é também ele transformado no centro da sua imagem. A transformacdo que
mencionamos transporta, de facto o ponto | para o ponto S. Para tal acontecer é necessério

que |, G e S sejam colineares com IG = 2GS.

Como
1 . 1
1G = EIM’ entdo GS = gIM,
e somando obtemos

IG+GS=§1M+%1M, isto &, 15=%1M

B A

Figura 20 Figura 21
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13. Propriedades adicionais

Ao longo deste capitulo iremos analisar duas propriedades adicionais e de especial interesse.

Propriedade 1: Se considerarmos um AABC a dilatagdo G (— %) ndo so transporta o trigngulo

dado para o tridngulo médio A’B’C’ como também, transporta o ponto de Nagel (M) do

triGngulo médio para o incentro do A ABC, isto porque M, G e | sGo colineares e MG = 2GI.

Assim, o incentro de um triangulo é o ponto de Nagel do seu tridngulo médio.

B A C
Figura 22

Esta observacao representa uma boa construcdo para o ponto de Nagel, porque basta
construir um tridngulo e o respectivo triangulo médio, de seguida tracamos duas bissectrizes

do triangulo maior e a sua interseccdo sera o ponto de Nagel do triangulo médio.

Para terminar esta fase, com a apresentagao de uma propriedade bastante interessante e facil

de demonstrar.

Propriedade 2: Se Q; Q, e Q3 sdo os pontos médios dos segmentos, que unem o ponto de
Nagel (M) aos vértices A, B e C (sombras dos pontos de Euler), entdo o AQ,Q,Q3 é congruente
com o triéngulo médio e, para além disso cada lado do AQ,Q,Q5 é tangente a circunferéncia
de Spieker. Assim, a circunferéncia Spieker é a circunferéncia inscrita comum aos dois

triGngulos congruentes Q,Q,Q e A'B'C’ (ver figura 23).
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Figura 23

Demonstragdo: A transformacdo composta T constituida pela dilatacdo M(2) seguida da

dilatacado G( 1) em primeiro lugar transporta o AQ,Q,Q3 para o AABC, para de seguida

T2

transportar o AABC para o AA'B'C’. Isto porque a dilatacdo M(2) duplica o comprimento dos
lados do triangulo AQ;Q,Q5 enquanto que a transformagdo G (— %) os divide em duas partes

iguais. Desta forma, o comprimento dos lados do triangulo A’B’C’ é igual ao comprimento dos

lados do A Q1Q,0Q5, logo, pelo critério LLL, os triangulos sdao congruentes.

Ora a transformagdo T transporta a circunferéncia inscrita do AQ;Q,Q3; na circunferéncia
inscrita do AA'B'C’ e, em particular, transporta o incentro | do AQ,Q,Q5 para o incentro do
AA'B'C'. De seguida vamos considerar o ponto S e descobrir qual a sua imagem segundo a

transformacao T.

Como ja sabemos, o ponto G divide IM, logo a dilatagdo M(2) transporta o ponto S
para o ponto |, mas como IG = 2GS, a dilatagdo G (— %) transporta novamente o ponto | para
o ponto S. Assim, o ponto S é a sua prdpria imagem sob T. Ndo podemos esquecer que T leva o
incentro | para o ponto S, isto é, as duas circunferéncias inscritas tém o mesmo centro e

também o mesmo raio, visto que os AA'B'C' e AQ;Q,Q; sdo congruentes, logo as suas

circunferéncias inscritas sdo coincidentes.
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14. Resoluc¢do de exercicios

Exercicio 1: Este primeiro exercicio refere-se ao item precedente do comentdrio. Uma vez que
S é invariante sob transformag¢éo composta T e S é o ponto médio de IM, poderemos pensar
que T é equivalente a meia-volta ® sobre S (uma vez que Q., S, A’ séo colineares) Prova ou

refuta esta afirmacdo.

Figura 24

Resolugdo: Tal como ja foi verificado os pontos Q; e @, sdo os pontos médios de AM e BM
entdo pelo Teorema: “O segmento de recta que une os pontos médios de dois lados de um
triGngulo é paralelo ao outro lado e igual a sua metade.” (jd enunciado e demonstrado)
concluimos que Q;Q, Il AB e por transitividade vai ser também paralelo a A'B’. Do mesmo
modo se conclui que os trés lados do A Q;Q,Q3 sdo respectivamente paralelos aos lados do
A A'B'C'. Como ja vimos os A Q;Q,Q5 e A A'B'C' tém uma circunferéncia inscrita comum
com centro S, a meia-volta sobre S transformaria o A Q;Q,Q5 no A A'B'C’. (ver definigdo de
meia volta). O que confirma a conjectura: Q;Q, transforma-se em A’'B’; Q;Q, ao longo de

A'C’', forcando Q, a transformar-se em A'.

®) Meia-volta ou simetria central ¢ uma isometria que se define do seguinte modo: A imagem de Q; pela
simetria de centro S é o ponto A’ tal que A’,S e Q, sejam colineares, e (se Q; # S) S é o ponto médio de
Q,A’; aimagem do centro de simetria S é o préprio S, que € o Unico ponto fixo desta transformacio
[3;pag.99].
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Exercicio 2: Vamos agora supor que X é o ponto de intersec¢do da circunferéncia inscrita do

A ABC no lado BC. Vamos provar que as circunferéncias inscritas dos triGngulos AABX e AACX

se intersectam em AX no mesmo ponto P.

Figura 25

Resolugdo: Vamos supor que as circunferéncias inscritas dos AABX e AACX se intersectam em
AX, em P e Q, respectivamente. Vamos mostrar que P = (0. Para isso provaremos que

XP = X0Q.

Sejam s, s; e s, 0s semi-perimetros dos AABC; AABX e AACX. Entdo tal como ja foi analisado

no capitulo 11 (péagina 22), podemos estabelecer as seguintes relacdes:
BX=s—-b;CX=s—c.

Usando o mesmo argumento nos AABX e AACX estabelecemos as seguintes relagdes:
XP=s,—AB=s;—c
XQ=s5,—AC=5s,—-b

O ponto Q ndo esta representado na figura. Para mostrar que XP = X(@Q vamos mostrar que

XP—-XQ =0.
Ora, substituindo nas expressdes deduzidas anteriormente, temos que:
XP—-XQ=s,—c—s,+b
Agora,

251 =c+BX + AX

Pagina 3 O



2s, =AX+XC+b

Assim,
251 —2s,=c+BX+AX—-AX—-XC—-b=
=c+(6—-b)—(s—c)—b=2c—2b
Deste modo,
Si;—S,=c—b
Por isso,

XP—-XQ=c—b+b—c=0.
[

Exercicio 3: Vamos agora supor que X é o ponto de intersec¢@o da circunferéncia ex-inscrita do
A ABC no lado BC. Vamos provar que as circunferéncias ex-inscritas dos AABX e AACX se

intersectam em AX no mesmo ponto P.

Figura 26

Resolugdo: Neste exercicio convém realgar que o segmento AX é o mesmo segmento que no
exercicio anterior, por isso vamos poder estabelecer as mesmas relagdes. O raciocinio que
utilizaremos neste exercicio é bastante semelhante ao usado anteriormente, contudo iremos

mostrar que AP = AQ. Sejam s, s e s, 0s semi-perimetros dos AABC; AABX e AACX. Entdo
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tal como ja foi analisado no capitulo 11 (pagina 22), podemos estabelecer as seguintes

relagdes: BX =s—b;CX =s —c.

Agora, como o ponto P é o ponto de intersec¢ao da circunferéncia ex-inscrita com o AABX,

entdo BP é um spliter deste tridngulo, logo podemos estabelecer as seguintes relagdes:
AP+ AB =s, © AP =5, —c

Se considerarmos o ponto Q (que nao esta representado na figura) é o ponto de intersecgao da

circunferéncia ex-inscrita do AACX, entdo CP é um spliter deste triangulo, logo
AQ+AC =5, ©AQ =5s,—b
Agora,
AP —-AQ=s;—c—5S,+b=s;,—5s,—c+b
Por outro lado, temos que: 2s; =c+ BX + AXe2s, = b+ AX + XC
Assim,
251 =25, =c+BX+AX—-b—-AX—-CX =
=c—b+BX—-XC=c—b+(s—b)—(s—c)=
=2c—2b
Deste modo, s; — S, = ¢ — b, porisso:

AP—-AQ=c—b—-c+b=0
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