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Resumo:

"O objectivo deste
trabalho é divulgar alguns resultados recentes, elegantes e pouco divulgados sobre geometria euclidiana, que apesar da sua já longa história continua ainda a revelar-se uma fonte inesgotável de investigação. Basta ler algumas das propriedades apresentadas para perceber que com um pouco de criatividade e
astúcia é possível criar resultados admiráveis".
1. Introdução

A geometria, nomeadamente a geometria euclidiana continua a dar que falar e a fazer com que inúmeros matemáticos espalhados pelo mundo se continuem a deslumbrar com os seus encantos. Com base nesta ideia, o professor Rui Pacheco propôs-me a realização deste trabalho, baseado no livro “Episodes in Nineteenth and Twentieth Century Eulidean Geometry” de Ross Honsberger.

Temos como objectivo divulgar alguns resultados recentes, elegantes e pouco divulgados sobre geometria euclidiana, que apesar da sua já longa história continua ainda a revelar-se uma fonte inesgotável de investigação. Basta ler algumas das propriedades apresentadas para perceber que com um pouco de criatividade e astúcia é possível criar resultados admiráveis.

Este trabalho encontra-se dividido em duas partes. Numa primeira parte abordamos de forma pormenorizada o 1º capítulo (Cleavers and Splitters) do livro referido. Elaboramos as demonstrações apresentadas no livro, explicando com detalhe algumas passagens omissas no mesmo. Nem sempre se seguiu a mesma metodologia do autor, de qualquer modo o essencial foi sempre preservado. Na segunda parte deste trabalho apresentamos a nossa resolução de alguns exercícios propostos pelo autor.
2. Teorema de Arquimedes ou Teorema da corda quebrada
Teorema 1: Sendo M o ponto médio do arco ACB no semi-circulo ABC, e sendo MD perpendicular ao maior dos lados entre AC e BC, (no nosso exemplo AC). Então D divide ao meio o caminho poligonal ACB, ou seja, [image: image2.png]AD=DC +CB




[image: image3.png]



Figura 1
[image: image4.png]



Figura 2
Demonstração: Comecemos por prolongar AC até F, de modo que [image: image6.png]


. Assim, o triângulo CFB é isósceles (pois tem dois lados iguais). Sendo assim, os ângulos da base são iguais a [image: image8.png]


. Logo [image: image10.png]


, porque [image: image12.png]


. Tracemos agora a circunferência que passa pelos pontos A, B e F, ou seja, a circunferência circunscrita ao triângulo ABF, a que vamos chamar [image: image14.png]


. Esta circunferência terá o seu centro na intersecção das mediatrizes dos lados do triângulo ABF, isto é, algures na recta MH, sendo MH a mediatriz do lado AB (ver figura 2). Ora pelo Teorema do arco capaz ( 
)  concluímos que o centro da circunferência que passa pelos pontos A, B e F só pode ser o ponto M, vejamos que M pertence à mediatriz do lado AB e o arco AB subtende um ângulo que é duas vezes o ângulo [image: image16.png]


 subtendido AFB, ou seja,  [image: image18.png]


e [image: image20.png]


 sendo o arco AB o arco subtendido pelos dois ângulos, logo nestas condições a única conclusão que podemos tirar é que M é o centro da circunferência [image: image22.png]


. Assim, em [image: image24.png]


, MD é perpendicular desde o centro de [image: image26.png]


 até à corda AF, isto é, MD é apótema (
) da corda AB. Como numa circunferência, a perpendicular baixada do centro para uma corda divide-a ao meio, assim como os arcos que ela subtende, vemos que o ponto D é o ponto médio da corda AF e daí resulta que: [image: image28.png]


. Então [image: image30.png]DF = DC +CF



, e como, [image: image32.png]


, temos que: [image: image34.png]


, o que completa a demonstração.



[image: image36.png]



3. Cleavers

Ao longo de todo o trabalho iremos usar o termos “cleaver” que, por definição, é um segmento que divide o perímetro de um triângulo qualquer ao meio e que passa pelo ponto médio de um dos lados. Não foi feita a tradução deste termo, uma vez que tal significa “faca de talhante”, e não conhecemos o termo português equivalente.
Vamos analisar de seguida um corolário que resulta como consequência imediata do Teorema de Arquimedes.

[image: image668.png]


Corolário 1: Seja C’ o ponto médio de AB Então C’D é um cleaver e é paralelo à bissectriz do ângulo C.
Figura 3
Ora pelo Teorema de Arquimedes, se C’ é o ponto médio de AB, C’D terá metade do perímetro do triângulo ABC, ver figura 3. Repare-se que [image: image38.png]


, pois C’ é o ponto médio do lado AB, pelo Teorema de Arquimedes sabemos que: [image: image40.png]AD=DC +CB



, portanto [image: image42.png]C'A+AD=DC+CB+(C'B



.
Demonstração: Pelo Teorema de Arquimedes, se C’ é o ponto médio de AB, C’D é um cleaver do [image: image44.png]AABC



 (ver figura 3). O nosso objectivo é mostrar que [image: image46.png]ZADC" = ACE



, o que é equivalente a mostrar que [image: image48.png]ZADC' = £AFB



, uma vez que [image: image50.png]ZACE = 4AFB



 (porque [image: image52.png]ZACB




 e [image: image54.png]5AFB




, mas [image: image56.png]ZACE



 é o ângulo formado pela bissectriz de [image: image58.png]ZACB



, logo [image: image60.png]ZACE




. Vamos observar com atenção os [image: image62.png]AAC'D



 e [image: image64.png]AAFB



. Ora [image: image66.png]AC'=

AB



 (porque C’ é o ponto médio de AB), [image: image68.png]AD=DC +CB



 (pelo Teorema de Arquimedes) e [image: image70.png]4FAB



 é comum a ambos os triângulos, logo pelo critério LAL os dois triângulos são semelhantes, daí que [image: image72.png]ZADC" = £AFB



. Assim sendo, uma vez que se uma recta que intersecta outras duas rectas l1 e l2 com ângulos alternados congruentes então essas rectas são paralelas, podemos concluir, que o cleaver C’D e a bissectriz do ângulo C são segmentos paralelos.

[image: image73.png]



4. O triângulo médio 

Os resultados que iremos enunciar (a demonstração poderá ser consultada na bibliografia referenciada) vão ajudar-nos a demonstrar o teorema do triângulo Médio.

Teorema 2: “Se são iguais os segmentos determinados numa transversal por três ou mais paralelas, estas determinam noutra transversal segmentos iguais entre si.” [4]
Corolário 2: “ A paralela ao lado AC do [image: image75.png]AABC



, tirada pelo ponto médio do lado AB, bissecta o lado BC.” [4]
Teorema do triângulo médio: “O segmento de recta que une os pontos médios de dois lados de um triângulo é paralelo ao outro lado e igual à sua metade.” [4]
Este último teorema é frequentemente enunciado do seguinte modo: 

O triângulo A’B’C’, determinado pelo pé das medianas, ou seja, pelos pontos médios dos lados, é chamado o triângulo médio do  [image: image77.png]AABC



. O qual pode ser representado pela figura 4.
[image: image669.png]a=2Rsina;b=2Rsinf:c = 2Rsiny



Teorema 3: O cleaver C’D é paralelo à bissectriz do ângulo em C.
Figura 4
Demonstração: Vamos começar por construir o segmento [image: image79.png]A'C' I AC



. 
Se pelo ponto B’ se tirar uma recta paralela a AB, esta recta passa pelo ponto A’ (pelo corolário 2), concluindo-se assim que [image: image81.png]B'A' I AB



. 
Se [image: image83.png]A'C' I AC



, o ponto C’ é o ponto médio do lado AB (pelo corolário 2), ou seja, [image: image85.png]


. 

Como [image: image87.png]AB'A'C



 é um paralelogramo, teremos [image: image89.png]


 e, portanto, [image: image91.png]


.

Assim, pelo Teorema 1 resulta [image: image93.png]B'A"|l Al

C'A"I AC; B'C' I CB



. Deste modo, CB’C’A’ é um paralelogramo. Sabemos também que os ângulos opostos de um paralelogramo são iguais (pág. 117), ou seja,  [image: image95.png]£C"




, o que faz com que o cleaver C’D, que já é paralelo à bissectriz CE do ângulo C, é também a bissectriz do ângulo C’ no triângulo médio. 
De forma análoga é possível mostrar que os outros dois cleavers são também bissectrizes do triângulo médio e o centro cleavance é, por isso o incentro (
) S do triângulo A’B’C’, tal como se pode observar na figura 5.
[image: image96.png]



[image: image670.png]a=2Rsina;b=2Rsinf:c = 2Rsiny



Sendo assim, podemos concluir que uma bissectriz do triângulo médio do triângulo ABC divide ao meio o perímetro do triângulo ABC.

Figura 5
5. Centro de massa de um sistema 
Decidimos elaborar este capítulo para rever alguns conceitos que serão importantes para a compreensão das próximas demonstrações. A informação existente aqui adaptada do capítulo 14 do livro: “Curso de Geometria” de Paulo Ventura Araújo. Se pretender aprofundar os conceitos envolvidos poderá consultar a bibliografia referenciada.

[image: image671.png]


Vamos supor que temos dois corpos de massas, possivelmente diferentes, pendurados nas extremidades de uma vara rígida de massa desprezável. Há um único ponto [image: image98.png]


 em que a vara pode ser apoiada de modo a que o sistema fique em equilíbrio; [image: image100.png]


é o centro de massa do sistema. 

Figura 6
A posição de O é determinada pela seguinte condição (observe a figura): chamemos [image: image102.png]


 à distância entre O e a extremidade [image: image104.png]


 onde [image: image106.png]


está pendurada, e [image: image108.png]


à distância entre O e [image: image110.png]


; então tem-se [image: image112.png]myd; = myd,



.
6. A Circunferência de Spieker
 À circunferência inscrita no triângulo médio, chamamos circunferência de Spieker de um triângulo dado, em honra ao geómetra alemão do século XIX Theodor Spieker. Já verificámos, anteriormente, que o centro cleavance S do triângulo ABC é o centro da sua circunferência de Spieker. Como cada cleaver divide o perímetro do triângulo dado e passa pelo seu centro cleavance, então vamos mostrar que S é o centro de gravidade do triângulo ABC. Para isso, vamos considerar que o triângulo ABC é constituído por uma estrutura homogénea de arames de comprimento a, b, e c (Figura 7).
[image: image672.png]



Figura 7
Vamos considerar os pontos médios dos arames (lados do triângulo) como centros de gravidade de cada um das arestas. Assim, e como os comprimentos dos arames podem ser diferentes, vamos construir um sistema de massas de magnitude a, b e c “condensadas” nos vértices A’, B’ e C’ do triângulo médio. Observando a figura 7, onde [image: image114.png]a = AB'FC'



 e aplicando a lei dos senos (
) é possível estabelecer as seguintes relações:
[image: image116.png]s _ s

sny  sna



; 


 [image: image118.png]A _ At
siny  sina




Ora,
[image: image120.png]Eifsna
e



 ;

      [image: image122.png]Fdrsina
e




 ou seja:
[image: image124.png]© B'F-A'C'=B'C'"- FA




.
Assim, resulta naturalmente a seguinte relação:

[image: image126.png]o _ s _ @

Far - CAl b



.
 Mas tal como já verificámos, os lados do triângulo médio tem metade do comprimento dos lados do triângulo maior, por isso:

[image: image128.png]


 .
Sabemos que, [image: image130.png]


 e [image: image132.png]FA'= bx



 então pela definição de centro de massa resulta, imediatamente, a seguinte igualdade [image: image134.png]blax) = a(bx)



. 
Assim, concluímos que o centro de gravidade deve assentar algures no cleaver C’F. Assentando de forma semelhante em cada um dos outros dois cleavers. O que prova que o centro de gravidade é de facto o centro cleavance S do triângulo ABC.
7. Spliters

No capítulo 4 chamámos cleaver a um segmento que divide o perímetro no ponto médio de um lado. Assim, iremos chamar spliter ao segmento que divide o perímetro do triângulo ao meio, mas que sai de um dos vértices do mesmo. Deste modo, num triângulo qualquer ABC existirão três spliters, que se intersectarão num ponto M chamado centro splitting ou ponto de Nagel.
Repare-se de seguida que a circunferência ex-inscrita (tangente a um dos lados e aos prolongamentos dos outros dois) oposto ao vértice A intersecta os lados dos vértices do triângulo ABC em D, E e F tal como se pode observar na figura seguinte.
[image: image673.png]



Figura 8
Então, como os pontos de contacto das duas tangentes a uma dada circunferência tiradas por um mesmo ponto exterior P estão à mesma distância de P, podemos afirmar que:

[image: image136.png]


.
Logo [image: image138.png]AE = AB +BE



 que é o semiperímetro do triângulo ABC, uma vez que [image: image140.png]


, e desta forma AD é um spliter do triângulo ABC.
 Assim, a concorrência dos spliters é equivalente a dizer que os três segmentos que unem cada vértice ao lado oposto no ponto de intersecção da circunferência ex-inscrita correspondente são concorrentes, e esse ponto de intersecção, conhecido há muito tempo, é chamado de ponto Nagel do triângulo. 
8. O Ponto de Nagel ou Centro Splitting
Vamos provar a existência do ponto Nagel usando o Teorema de Ceva, o qual vamos apenas enunciar, sem demonstração.

Teorema de Ceva (
) : [image: image674.png]


As cevianas [image: image142.png]


 do [image: image144.png]AABC



 concorrem num ponto se e só se for [image: image146.png]o BPA2
xc va'z8





Figura 9
Vamos começar por considerar o [image: image148.png]AABC



 e as suas três circunferências ex-inscritas, que designamos por [image: image150.png]C1,C2eC;



.  D, E e F são os pontos de intersecção das circunferências ex-inscritas com os lados [image: image152.png]AB,ACeBC



, respectivamente. Estabelecemos as seguintes notações: 

[image: image153.png]



tal como se pode observar na figura 10.
[image: image675.png]



Figura 10
Observando a figura e usando a definição de spliter, podemos estabelecer as seguintes relações:
[image: image155.png]ay+az+c;=by+by+¢



 


 (1)

[image: image157.png]ci+ecatay=Dby+by+ay



  


(2)

[image: image159.png]ci+eatby=ay+a;+by



 


 (3)

Subtraindo membro a membro (1) a (2)

[image: image161.png]ag— ¢ =6 —a



,
 isto é,

 [image: image163.png]



Subtraindo membro a membro (1) a (3)

[image: image165.png]c;— by = by — 3



 ,
 isto é,

 [image: image167.png]by = ¢




Subtraindo membro a membro (2) a (3)

[image: image169.png]a—by=by—a;



, 
isto é,

 [image: image171.png]



Pelo teorema de Ceva temos que:

[image: image173.png]€1 8z 21 _
bl



,
usando as relações anteriores temos que:

[image: image175.png]


,
logo podemos concluir que os três spliters concorrem num ponto a que podemos chamar Centro Splitting ou Ponto Nagel.
[image: image176.png]



9. A circunferência dos nove pontos

Teorema 4: Dado um triângulo [image: image178.png]AABC



, os pontos médios dos seus lados, os pés das alturas e os pontos de Euler pertencem a uma mesma circunferência.

É comum na prática usar as letras H, G, O, I, N para indicar, respectivamente, o ortocentro, baricentro, circuncentro, incentro e o centro da circunferência dos 9 pontos.

Nesta fase convém recordar que:

· O ortocentro H é o ponto de intersecção das 3 alturas de um triângulo;
· O baricentro G é o ponto de intersecção das 3 medianas de um triângulo;

· O circuncentro O é o centro da circunferência que passa pelos vértices e por conseguinte o ponto de intersecção das bissectrizes dos três lados.

Demonstração: Consideremos o [image: image180.png]AABC



 onde os pontos L, M e K são os pontos médios dos lados CB, AC e AB, respectivamente. Os pontos D, E e F são os pés das alturas do triângulo e H o ortocentro (ponto de intersecção das alturas do triângulo). Aos pontos médios X, Y, Z dos segmentos AH, BH e CH chamamos pontos de Euler. 
[image: image676.png]



Figura 11
Pelo Teorema do triângulo médio concluímos que:

[image: image182.png]MK || CB




e
 [image: image184.png]


.
De forma análoga, mas considerando o [image: image186.png]


, temos que:

[image: image188.png]ZY | CB




 e
 [image: image190.png]CB



.
Como [image: image192.png]MK | CB



 e [image: image194.png]ZY | CB



, por transitividade [image: image196.png]MK || ZY



 e, por isso, o quadrilátero MKZY é um paralelogramo. É possível agora provar, de modo muito semelhante, que [image: image198.png]KY | AD



, para isso basta considerar o [image: image200.png]


 e usar novamente o teorema do triângulo médio para concluir que:

[image: image202.png]KY | AD




e
 [image: image204.png]AH



.
Do mesmo modo se mostra que [image: image206.png]MZ I AD



 e que [image: image208.png]MZ=

AH



.  Assim, como [image: image210.png]KY | AD



 e [image: image212.png]MZ I AD



 temos, por transitividade que [image: image214.png]KY I MZ



. 
Sabemos que AD é perpendicular a CB, pois é uma das alturas do [image: image216.png]


. Ora,

[image: image218.png]MK ZY || CB



 

e
 [image: image220.png]MZ IKY || AD



,
Então,


[image: image222.png]MZ L MK



,  MZ[image: image224.png]1LZY



, [image: image226.png]KY L MK



 e [image: image228.png]KY LZY




logo o paralelogramo MKZY é um rectângulo. 
De modo semelhante prova-se que o quadrilátero XYLM é um rectângulo. Assim, o rectângulo MZKY está inscrito numa circunferência em que as suas diagonais são diâmetros da circunferência. Nesta fase precisamos verificar que as diagonais se intersectam no mesmo ponto, para isso apenas precisamos observar que uma das diagonais dos rectângulos é comum a ambos: o rectângulo MZKY tem diagonal MY. Por outro lado, o rectângulo XMLY também tem diagonal MY, logo o ponto de intersecção das diagonais tem que ser o mesmo, o que prova que a circunferência é única. Apenas nos falta mostrar que os restantes pontos pertencem à circunferência, para isso vamos usar os seguintes factos.
· “Um triângulo rectângulo está inscrito numa circunferência cujo diâmetro é a sua hipotenusa.” 
· “Todo o triângulo inscrito numa semi-circunferência é rectângulo.”

Considerando o [image: image230.png]AEYM



 rectângulo em E, com hipotenusa YM, temos que o ponto E é um ponto da circunferência. Se considerarmos o [image: image232.png]


rectângulo em F, com hipotenusa ZK, concluímos que F é um ponto da circunferência. Do mesmo modo, para o [image: image234.png]ADXIL



 rectângulo em D com hipotenusa XL se pode dizer que o ponto D pertence à circunferência. Por outro lado, XMLY é um rectângulo e MY a sua diagonal, portanto X e L são pontos da circunferência. Deste modo, mostramos a existência da circunferência dos nove pontos. 
[image: image235.png]



10. Recta de Euler
Leonhard Euler (1707 - 1783) é um dos grandes nomes da matemática. Originalmente seu pai queria que ele fosse um eclesiástico, porém entregou sua educação a um dos matemáticos famosos da época Jacob Bernouilli e a partir daí o seu entusiasmo pela matemática foi crescente. Casou-se e teve uma família de 13 filhos. No período de 1727 a 1783, ano de sua morte, produziu 886 trabalhos de matemática, produzindo em média 800 páginas de matemática por ano, apesar de ter perdido sua visão em 1771.

Ele produziu em todas as áreas da matemática da época. Sua obra é um capítulo na História da Matemática. Várias fórmulas geométricas e várias construções tiveram o seu nome vamos de seguida apresentar a Recta de Euler.

Teorema 5: Num [image: image237.png]AABC



, o baricentro, ortocentro e circuncentro são colineares. O baricentro encontra-se entre o ortocentro e o circuncentro e a distância ao ortocentro é o dobro da distância ao circuncentro. A recta que passa por estes três pontos é chamada recta de Euler.

[image: image677.png]a* = b* + ¢? — 2bc cosa




Figura 12
Demonstração: Para provar que os três pontos são colineares, vamos considerar três casos distintos:

· 1ºcaso (O [image: image239.png]


 é um triangulo equilátero)

[image: image678.png]a* = b* + ¢? — 2bc cosa



Neste caso, os três pontos G, H e O coincidem, logo, são colineares.
· 2º caso ( O [image: image241.png]


é um triangulo isósceles )

Figura 13
A mediana CM relativa à base AB é a altura correspondente à base, bem como a mediatriz relativamente ao vértice C. Logo todos os pontos (G, H e O) pertencem à mesma recta.

· 3ºcaso ( O [image: image243.png]


 é escaleno)

[image: image679.png]b* =c*+a’—2cacosp



Neste caso o baricentro (G) que pertence à mediana e o circuncentro (O) que pertence à mediatriz são pontos distintos, pois a mediana é distinta da mediatriz. Se considerarmos uma recta l, que passe pelos pontos G e O. Vamos também determinar um ponto H’, de modo que [image: image245.png]


. 
Figura 14
Deste modo, os  [image: image247.png]


GH’A e [image: image249.png]


GOP são semelhantes pelo critério LAL, repare-se que o ponto G divide a mediana na razão de 2:1, o ponto H’ foi construído de modo que [image: image251.png]


 e o ângulo formado entre os dois lados é igual uma vez que são ângulos verticalmente opostos, por isso os ângulos correspondentes são congruentes. Assim a recta que passa por A e H’ é paralela à mediatriz OP, logo H’ é um ponto da altura relativamente ao lado BC.
Fazendo o mesmo relativamente à mediana e à mediatriz de outro lado do triangulo obtemos que H’ pertence à altura relativa a esse lado. 

Assim, podemos concluir que [image: image253.png]


 em que H é o ortocentro do triangulo ABC e por consequência são pontos colineares (porque pertencem à recta l).
[image: image254.png]



11. O ponto de Nagel e a circunferência Spieker

Antes de iniciar este capítulo vamos enunciar e demonstrar um resultado que nos será útil.

[image: image680.png]b* =c*+a’—2cacosp



Teorema 6: Seja [image: image256.png](ABC)



 a área do triângulo ABC e s o seu o semi-perímetro. Então [image: image258.png](ABC) = sr




Figura 15
Demonstração: A partir do [image: image260.png]AIBC



 com base a e altura r, temos que a sua área:

[image: image262.png]


.

 Analogamente para os restantes triângulos [image: image264.png]


 e [image: image266.png](14B) = br



. Assim: [image: image268.png](4BC) =3r(a+b+c) =sr



.






[image: image270.png]



Tal como já referimos nos capítulos anteriores, S representa o centro da circunferência de Spieker (centro cleavance); I é o incentro, G o baricentro e M o ponto Nagel ou centro Splitting.  

 Então podemos estabelecer os seguintes resultados paralelos:
· I, G e M são sempre colineares; 

· [image: image681.png]a® + b* — 2ab cosy



G divide IM de modo que [image: image272.png]GM = 2IG



;

· S é o ponto médio de IM.

Figura 16
Vamos agora provar que o ponto G divide IM na razão 2:1. 

Traçando a mediana AA’, sabemos que o baricentro G divide a mediana na razão de 2:1  [3].  De seguida, vamos prolongar IG duas vezes o seu comprimento até ao ponto L, de modo que [image: image274.png]


. Deste modo, os [image: image276.png]A AGL



 e [image: image278.png]A A'GI



 são semelhantes (ver figura 17). Pelo critério LAL, repare-se que o ponto G divide a mediana na razão de 2:1, os pontos I e L foram construídos de modo que [image: image280.png]


 e o ângulo formado entre os dois lados é igual, uma vez que são ângulos verticalmente opostos. Por consequência [image: image282.png]ZLAG = AGA'l




 de onde podemos concluir que AL é paralelo a A’I (
).
[image: image682.png]a® + b* — 2ab cosy




Figura 17
Agora vamos mostrar que L é o ponto de Nagel mostrando que AL; BL e CL são os spliters do  [image: image284.png]4 ABC



. Para isso, basta mostrar que AL é spliter. Assim sendo vamos prolongar AL de modo a intersectar BC no ponto E e representamos as perpendiculares AD e IF (ver figura 18). Agora, apenas é necessário verificar que:

[image: image683.png]


[image: image286.png]AB +BE




, 
onde s representa o semi-perímetro do  [image: image288.png]4 ABC



.
Figura 18
Tal como já dissemos anteriormente, o objectivo é provar que:

[image: image290.png]AB +BE




,
     ou seja,
 [image: image292.png]


.
Para isso vamos determinar os comprimentos de BD e DE e mostrar que a sua soma é, de facto, [image: image294.png]


, isto é:

[image: image296.png]BE = BD + DE




.
Vamos começar por determinar o comprimento de [image: image298.png]DE



. Observemos que os [image: image300.png]A ADE



 e [image: image302.png]AIFA



 são semelhantes, visto que ambos são triângulos rectângulos, em D e F, respectivamente e, tal como já mostrámos anteriormente, [image: image304.png]AE || 1A'



, logo [image: image306.png]4DAE = AFIA’



 (por um resultado que já enunciámos anteriormente), por isso e usando o critério AA de semelhança de triângulos podemos concluir, que os triângulos são efectivamente semelhantes. 
Assim, é possível estabelecer a seguinte relação:
[image: image308.png]2

I

o=
Far



.
Agora, IF é o inraio (distância medida na perpendicular do incentro de um triângulo a cada um dos lados) do [image: image310.png]AABC



 e [image: image312.png]AD



 é a altura relativamente ao lado a. Pelo teorema 6 e denotando a área do triângulo por [image: image314.png](ABC)



, podemos afirmar o seguinte: 
[image: image316.png](ABC) =rs



 
e
 [image: image318.png]


.
Assim,
[image: image320.png]


, 
ou seja, 
[image: image322.png]s

AD= T



.
Ora,

[image: image324.png]15

F




,
Mas,

[image: image326.png]s

AD= T



,
 então 

[image: image328.png]q|

F



.
Daqui podemos concluir que:

[image: image330.png]o=
Far




 
e, consequentemente que
 [image: image332.png]DE = =FA'



.
Para determinar [image: image334.png]FA'



, vamos recorrer à figura 19, que nos ajudará a tirar conclusões. 
[image: image684.png]



Figura 19
Observando a figura anterior é fácil constatar que: [image: image336.png]x+y+z=




. 
Então,

[image: image338.png]


.
Por isso o comprimento da tangente [image: image340.png]BF



 é simplesmente [image: image342.png]


. 

Assim, voltando à figura 18 é possível afirmar o seguinte: 

[image: image343.png]FA'=BA'—BF





[image: image344.png]



[image: image345.png]o 1( +b+c)+b=
=3a—3(a+b+d)+b=




[image: image346.png]



Por conseguinte, 

[image: image347.png]pe=2Zra=(2) (A5 =22





De seguida vamos determinar o comprimento de [image: image349.png]BD



. Se observarmos o [image: image351.png]AABD



, temos que [image: image353.png]


, e pela lei dos co-senos (
) temos:

[image: image354.png]h?





Ora, 
[image: image355.png]b2 = a? + 2 —2a(ccosB) & a? +c?





Mas,

 [image: image357.png]



Finalmente estamos em condições de provar que:

[image: image359.png]BE = BD + DE




.

[image: image360.png]a’+c?—b* slb—
45t-9
2a a





[image: image361.png]a?+c?—b2+2s(b—c)
2a





[image: image362.png]attci-bi+(a+b+c)b—c)
2a





[image: image363.png]a’+ab—ac_a+b-c
2a 2





[image: image364.png]1
:E(a+b+r)





[image: image365.png]



  Assim, [image: image367.png]


 e G divide IM de modo que [image: image369.png]


.



[image: image371.png]



Antes de avançar, vamos mais uma vez recordar algumas noções importantes sobre dilatações, que serão usadas para as próximas demonstrações.
12. Breves noções sobre dilatações
Uma dilatação [image: image373.png]G(w)



 transforma o ponto P na sua imagem P’, colinear com O e P, de tal modo que [image: image375.png]oP"




. Se [image: image377.png]


 for negativo, P’ e P estão em lados opostos do ponto O. 
Assim, a dilatação [image: image379.png]


 envia o P para o ponto P’ segundo o segmento OP, com uma distância que é metade no lado oposto de O.

Exemplo: 

[image: image381.png]



[image: image685.png]



[image: image686.png]



[image: image382.png]



Duas propriedades importantes:
(i) As formas não se alteram. As dimensões lineares de uma figura são multiplicadas por [image: image384.png]|l



 e por isso a área da figura é torna-se [image: image386.png]


 vezes maior, a forma não é alterada, ou seja, a imagem é semelhante à figura original. Isto é estabelecido simplesmente mostrando que [image: image388.png]0w



 leva um segmento para um segmento paralelo e [image: image390.png]|l



 vezes maior.

(ii) Uma dilatação de razão [image: image392.png]


 transforma uma circunferência de raio [image: image394.png]


 numa outra de raio [image: image396.png]|lr



 cujo centro é a imagem do centro da primeira. Reciprocamente, quaisquer duas circunferências [image: image398.png]


 e [image: image400.png]


 de raios [image: image402.png]r&r



 estão relacionadas por duas dilatações, uma de razão positiva e outra de razão negativa. Se elas forem concêntricas, isso é claro, isto porque o centro comum é também o centro de ambas as dilatações. Caso tenham centros distintos [image: image404.png]


 e [image: image406.png]


, e [image: image408.png]PECPEC



 forem pontos exteriores à recta [image: image410.png]00’



, tais que [image: image412.png]


sejam paralelos e com o mesmo sentido (ou em sentido oposto), então a intersecção das rectas [image: image414.png]00’



 e [image: image416.png]PP’



 é o centro da dilatação positiva (ou negativa) que transforma [image: image418.png]


 em [image: image420.png]


; a razão desta dilatação é [image: image422.png]


 (ou [image: image424.png]


). As tangentes comuns a [image: image426.png]


 e a [image: image428.png]


, quando existem, passam pelo centro de alguma dessas dilatações: da positiva quando [image: image430.png]


 e [image: image432.png]


 estiverem no mesmo lado da tangente, da negativa quando estiverem em lados opostos. 
Retomando a nossa incursão mostraremos que S é o ponto médio de IM.
Tal como já referimos várias vezes, o baricentro G divide a mediana na razão de 2:1, por isso a dilatação [image: image434.png]


 transforma o [image: image436.png]4 ABC



 no [image: image438.png]A A'B'C



 (ver figura 20). O incentro do [image: image440.png]AABC



 é transformado no incentro do [image: image442.png]AA'B'C’



 que é, como sabemos, o centro cleavance (centro da circunferência de Spieker) do [image: image444.png]AABC



. Isto acontece porque a imagem de uma circunferência sob uma dilatação é também ela uma circunferência, bem como o centro da circunferência é também ele transformado no centro da sua imagem. A transformação que mencionámos transporta, de facto o ponto I para o ponto S. Para tal acontecer é necessário que I, G e S sejam colineares com [image: image446.png]2GS



.
Como 
[image: image448.png]


,
 então
 [image: image450.png]GS

M



, 
e somando obtemos 
[image: image452.png]IG+GS =_IM +-IM
M+



,
 isto é,

 [image: image454.png]



[image: image687.png]Q, = 5)




[image: image688.png]Q, = 5)




Figura 20
Figura 21
13. Propriedades adicionais

Ao longo deste capítulo iremos analisar duas propriedades adicionais e de especial interesse.
Propriedade 1: [image: image689.png]0.4



Se considerarmos um [image: image456.png]AABC



 a dilatação [image: image458.png]


 não só transporta o triângulo dado para o triângulo médio A’B’C’ como também, transporta o ponto de Nagel (M) do triângulo médio para o incentro do [image: image460.png]4 ABC



, isto porque M, G e I são colineares e [image: image462.png]MG = 2GI



. 
Assim, o incentro de um triângulo é o ponto de Nagel do seu triângulo médio.

Figura 22
Esta observação representa uma boa construção para o ponto de Nagel, porque basta construir um triângulo e o respectivo triângulo médio, de seguida traçamos duas bissectrizes do triângulo maior e a sua intersecção será o ponto de Nagel do triângulo médio.

Para terminar esta fase, com a apresentação de uma propriedade bastante interessante e fácil de demonstrar.

Propriedade 2: Se [image: image464.png]Q.Q2¢Qs



são os pontos médios dos segmentos, que unem o ponto de Nagel (M) aos vértices A, B e C (sombras dos pontos de Euler), então o [image: image466.png]AQ,Q20Q3



 é congruente com o triângulo médio e, para além disso cada lado do [image: image468.png]AQ,Q20Q3



 é tangente à circunferência de Spieker. Assim, a circunferência Spieker é a circunferência inscrita comum aos dois triângulos congruentes [image: image470.png]Q10Q20:



 e [image: image472.png]A'B'C’



 (ver figura 23). 
[image: image690.png]0.4




Figura 23
Demonstração: A transformação composta T constituída pela dilatação [image: image474.png]M(2)



 seguida da dilatação [image: image476.png]


 em primeiro lugar transporta o [image: image478.png]AQ,Q20Q3



 para o [image: image480.png]AABC



, para de seguida transportar o [image: image482.png]AABC



 para o [image: image484.png]AA'B'C’



. Isto porque a dilatação [image: image486.png]M(2)



 duplica o comprimento dos lados do triângulo [image: image488.png]AQ,Q20Q3



 enquanto que a transformação [image: image490.png]


 os divide em duas partes iguais. Desta forma, o comprimento dos lados do triângulo A’B’C’ é igual ao comprimento dos lados do [image: image492.png]A Q10203



, logo, pelo critério LLL, os triângulos são congruentes.
Ora a transformação T transporta a circunferência inscrita do [image: image494.png]AQ,Q20Q3



 na circunferência inscrita do [image: image496.png]AA'B'C’



 e, em particular, transporta o incentro I do [image: image498.png]AQ,Q20Q3



 para o incentro do [image: image500.png]AA'B'C’



. De seguida vamos considerar o ponto S e descobrir qual a sua imagem segundo a transformação T. 
Como já sabemos, o ponto G divide [image: image502.png]IM



, logo a dilatação [image: image504.png]M(2)



 transporta o ponto S para o ponto I, mas como [image: image506.png]2GS



, a dilatação [image: image508.png]


 transporta novamente o ponto I para o ponto S. Assim, o ponto S é a sua própria imagem sob T. Não podemos esquecer que T leva o incentro I para o ponto S, isto é, as duas circunferências inscritas têm o mesmo centro e também o mesmo raio, visto que os [image: image510.png]AA'B'C



 e [image: image512.png]AQ,Q20Q3



 são congruentes, logo as suas circunferências inscritas são coincidentes.
[image: image514.png]



14. Resolução de exercícios

Exercício 1: Este primeiro exercício refere-se ao item precedente do comentário. Uma vez que [image: image516.png]


é invariante sob transformação composta [image: image518.png]


 e [image: image520.png]


 é o ponto médio de [image: image522.png]IM



, poderemos pensar que [image: image524.png]


 é equivalente a meia-volta (
) sobre [image: image526.png]


 (uma vez que [image: image528.png]Q1 S, A



 são colineares) Prova ou refuta esta afirmação.
[image: image691.emf]A

B
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X

P


Figura 24
Resolução: Tal como já foi verificado os pontos [image: image530.png]Q1



 e [image: image532.png]Q-



 são os pontos médios de [image: image534.png]AM



 e [image: image536.png]BM



 então pelo Teorema: “O segmento de recta que une os pontos médios de dois lados de um triângulo é paralelo ao outro lado e igual à sua metade.” (já enunciado e demonstrado) concluímos que [image: image538.png]Q:1Q: 1 AB



e por transitividade vai ser também paralelo a [image: image540.png]A'B"




 Do mesmo modo se conclui que os três lados do [image: image542.png]A Q10203



 são respectivamente paralelos aos lados do [image: image544.png]AA'B'C".



  Como já vimos os [image: image546.png]A Q10203



 e [image: image548.png]AA'B'C



 têm uma circunferência inscrita comum com centro S, a meia-volta sobre S transformaria o [image: image550.png]A Q10203



 no [image: image552.png]AA'B'C



. (ver definição de meia volta). O que confirma a conjectura: [image: image554.png]Q1Q2



 transforma-se em [image: image556.png]Q10



 ao longo de [image: image558.png]A'C



, forçando [image: image560.png]Q1



 a transformar-se em [image: image562.png]



[image: image563.png]



Exercício 2: Vamos agora supor que X é o ponto de intersecção da circunferência inscrita do [image: image565.png]4 ABC



 no lado [image: image567.png]BC.



 Vamos provar que as circunferências inscritas dos triângulos [image: image569.png]


 e [image: image571.png]


 se intersectam em AX no mesmo ponto P. 

[image: image692.emf]A
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Figura 25
Resolução: Vamos supor que as circunferências inscritas dos [image: image573.png]AABX



 e [image: image575.png]AACX



 se intersectam em [image: image577.png]AX



, em [image: image579.png]


 e [image: image581.png]


, respectivamente. Vamos mostrar que [image: image583.png]


. Para isso provaremos que [image: image585.png]


.

Sejam [image: image587.png]5, 51



e [image: image589.png]53



 os semi-perímetros dos [image: image591.png]


 e [image: image593.png]AACX



. Então tal como já foi analisado no capítulo 11 (página 22), podemos estabelecer as seguintes relações:
[image: image595.png]


; [image: image597.png]


.
Usando o mesmo argumento nos  [image: image599.png]AABX



 e  [image: image601.png]AACX



 estabelecemos as seguintes relações:

[image: image602.png]=5 -
AB =
51—





[image: image603.png]s;—AC=5;,—b




O ponto [image: image605.png]


 não está representado na figura. Para mostrar que [image: image607.png]


 vamos mostrar que [image: image609.png]


.

Ora, substituindo nas expressões deduzidas anteriormente, temos que:
[image: image610.png]XP—-XQ

s3—c—s;+b




Agora,

[image: image611.png]c+BX+ AX




[image: image612.png]AX+XC+b




Assim,

[image: image613.png]251y —25;=c+BX+AX—-AX—-XC-b





[image: image614.png]=c+(s-b)-(s-c)-b





Deste modo, 

[image: image615.png]5p—

Sz




Por isso, 

[image: image616.png]XP—-XQ





 [image: image618.png]



Exercício 3: Vamos agora supor que X é o ponto de intersecção da circunferência ex-inscrita do [image: image620.png]4 ABC



 no lado [image: image622.png]BC.



 Vamos provar que as circunferências ex-inscritas dos [image: image624.png]


 e [image: image626.png]AACX



 se intersectam em AX no mesmo ponto P.
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Figura 26
Resolução: Neste exercício convém realçar que o segmento [image: image628.png]AX



 é o mesmo segmento que no exercício anterior, por isso vamos poder estabelecer as mesmas relações. O raciocínio que utilizaremos neste exercício é bastante semelhante ao usado anteriormente, contudo iremos mostrar que [image: image630.png]


. Sejam [image: image632.png]5, 51



e [image: image634.png]53



 os semi-perímetros dos [image: image636.png]


 e [image: image638.png]AACX



. Então tal como já foi analisado no capítulo 11 (página 22), podemos estabelecer as seguintes relações: [image: image640.png]


; [image: image642.png]


.

Agora, como o ponto [image: image644.png]


 é o ponto de intersecção da circunferência ex-inscrita com o [image: image646.png]AABX



, então [image: image648.png]BP



 é um spliter deste triângulo, logo podemos estabelecer as seguintes relações:

[image: image649.png]



Se considerarmos o ponto Q (que não está representado na figura) é o ponto de intersecção da circunferência ex-inscrita do [image: image651.png]AACX



, então [image: image653.png]CP



 é um spliter deste triângulo, logo
[image: image654.png]



Agora, 
[image: image655.png]AP—AQ=s5y

—s;+b=51—5,—c+b




Por outro lado, temos que:  [image: image657.png]c+BX+ AX



 e [image: image659.png]b+AX+ XC




Assim, 

[image: image660.png]251y —25;=c+BX+AX—-b—AX—-CX





[image: image661.png]c—b+BX—-XC=c—-b+(s—-b)—-(s—-c)





[image: image662.png]2c—2b





Deste modo, [image: image664.png]5p—

Sz



 , por isso: 

[image: image665.png]



[image: image666.png]
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(�) Teorema do arco capaz: “A amplitude de um ângulo inscrito numa circunferência é igual a metade do arco por ele subentendido.” [3;pág.40]


(�) Apótema de uma corda é o segmento da perpendicular baixada para a corda. [4;pág. 140]


(�) Incentro de um triângulo é o centro da circunferência inscrita no triângulo e obtêm-se a partir da intersecção das bissectrizes do mesmo. [4;pág 78]


(�) Lei dos senos: Em qualquer triângulo, cada lado é o produto do diâmetro da circunferência circunscrita pelo seno do ângulo oposto: ou seja, chamando R ao circunraio de � QUOTE � ���, tem-se � QUOTE � ���ou ainda � QUOTE � ���. [3; pág.73].


(�) Poderá consultar a demonstração em [3; pág.91]


(�) Teorema: “Se uma recta intersectar duas rectas paralelas � QUOTE � ���, então os ângulos alternados formados pelas intersecções são congruentes.” [3;pág. 35].





(�) Lei dos cossenos: Em qualquer triângulo, o quadrado de cada lado é igual à soma dos quadrados dos outros dois lados, menos o dobro do produto desses dois lados e do co-seno do ângulo por eles formado. Por outras palavras, no � QUOTE � ��� são válidas as relações: � QUOTE � ���; 


� QUOTE � ���; � QUOTE � ��� [3; pág. 71].


(�) Meia-volta ou simetria central é uma isometria que se define do seguinte modo: A imagem de � QUOTE � ��� pela simetria de centro S é o ponto A’ tal que A’,S e � QUOTE � ��� sejam colineares, e (se � QUOTE � ��� S é o ponto médio de � QUOTE � ���; a imagem do centro de simetria S é o próprio S, que é o único ponto fixo desta transformação [3;pág.99]. 





[image: image694.emf]A

B

C

C'

B'

A'

M

[image: image695.emf]A

B

C

M

C'

B'

A'

G

S

I

[image: image696.emf]A

B

C

C'

B'

A'

G

2v

2u

2w

u

v w

[image: image697.emf]O

P'

P

[image: image698.emf]O

P'

P

[image: image699.emf]A

B

C

I

y

y

x

x

z

z

Y

Z

F

r

[image: image700.emf]A

B

C

c

L

A'

G

I

E

D

F

r

a

b

[image: image701.emf]A

B

C

L

A'

G

I

w

2w

2t

t

[image: image702.emf]A

B

C

M

G

S

I

[image: image703.emf]A

B

C

a

I

Y

Z

F

r

b

c

[image: image704.emf]B

C

A

O

G

P

l

H'

[image: image705.emf]A

B

M

C

[image: image706.emf]A

B

C

H

O

G

M

[image: image707.emf]A

C

B

E

F

D

H

K

L

M

Y

Z

X

N

[image: image708.emf]A

B

C

D

F

E

c1

c2

b2

b1

a1

a2

[image: image709.emf]A

B

C

Y

X

Z

P

[image: image710.emf]A

B

C

O

D

F

E

[image: image711.emf]C

A B

B'

C'

A'

Y

F

Y

a

c

b

ax

bx

a'

b'

[image: image712.emf]P1 P2 O

m1

m2

d1 d2

[image: image713.emf]C

A B

B'

C'

A'

D

E

F

S

[image: image714.emf]C

A B

B'

C'

A'

D

E

[image: image715.emf]C

A

B

C'

F

E

D

